BLOQUE II: ALGEBRA LINEAL.

TEMA 6
FORMAS CUADRATICAS

SOLUCION EJERCICIOS PROPUESTOS
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Tema 6. Formas cuadraticas

1. Indicar cuales de las siguientes aplicaciones son formas cuadraticas de R™
(@) Q(x, y) =2x+xy
Solucién: 2x no es un término de orden 2 = No es FC
() Q(x,y) =X"+Xy+Yy
Solucién: y no es un término de orden 2 = No es FC
(©) Q(x,y) =x" —2xy -3y’
Solucion: Sies FC
(d) Q(x, Y, z) = x> —2xyz + 3yz
Solucién: xyz es un término de orden 3 = No es FC
(e) Q(X,Y,2) =—2x> —xy —4yz + 27°
Solucion: sies FC
() Q(X,y,z) =5x* —2xy* +3y*x + 22° + xz
Solucién: -2xy?, 3yx2 son términos de orden 3 = No es FC
(@) Q(x,y,z,t) = xyzt
Solucién: xyzt  es un término de orden 4 = No es FC
(h) Q(x, Y, z,t) =5x*—2y* —3z° +5t°
Solucién: sies FC
(i) Q(X,Y,z,t) =—x*+3xy —2y® —6xt +32° — 2zt + yt

Solucion: si es FC

2. Determinar la matriz simétrica asociada a cada una de las siguientes formas cuadréaticas:
2 2
@) Q(x,y) =x"—xy+2y

1 —1/2)

Solucion: A = (_1/2 5

(b) Q(x,y) =xy
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Tema 6. Formas cuadraticas

-2 =3/2 1/2
Solucién: 4 = (—3/2 2 2 )
1/2 2 =2

(d) Q(x, y,z) = X* +2y* —9xy +10xz
1 —-45 5
Solucién: 4 = (—4,5 2 0)
5 0 0
() Q(X,Y,z,t) =—x* +3xy —2y* —6xt +3z° — 2zt + yt

(120

-1

3
Solucibn: A=| 5 -2 0 1/2]
\ 0 0 3 —1/
-3 1/2 -1 0

(F Q(x,y,z,t) =3xy —6xz+3xt+4yz —2yt + zt

/0 z -3 3/2

3

Solucion: A=| ; 0 2 -1
-3 2

\3/2 ~1 (1)/21/(2)/

3. Determinar la expresion polindmica de cada una de las formas cuadréticas definidas por las
siguientes matrices simétricas

La expresion polinémica es de la forma: Q(x) = ‘A%

A—l_
() =11 0

Solucién: Q(x, y) = x2-2xy

bB_—29
(b) =l g 3

Solucion: Q(x, y) = -2x2 + 3y? +18xy
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Tema 6. Formas cuadraticas

2 0 0 O

0 -2 0 O
(e) A=

0 0 2 0

0 0 0 -2

Solucién: Q(x, y, z, t) = 2x2-2y?+272-2t?

4. Estudiar el signo de las siguientes formas cuadraticas mediante el método de los
autovalores.

() Q(X,y) =9x* —12xy + 4y?
Solucién:
9 -6
4= (—6 4 )
det(A-A1)=(9-1)(4-1)-36=A2-13) =0;
A=0y A=13 = SDP
() Q(x,y,z) =x>—2xy+2y? —2yz +7°
Solucion:
1 -1 0
A= (—1 2 —1)
0 -1 1

det(A-Al) = (12-37)(1- 2)=0;
J=0, =1y A=3 = SDP

5. Estudiar el signo de las formas cuadraticas asociadas a las siguientes matrices simétricas
mediante el método de los autovalores.

-1 1
@, 5

Solucién:
det(A-AD)=(-1-1)(-2-1)-1/4=)\2+3)1+7/8 =0;

A=_3_T11/2 <0 yl=_3+— \/211/2<O:>DN

(b)

O b~ O
O U1 b~
O
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Tema 6. Formas cuadraticas

6. Comprobar, si es posible, el signo de las formas cuadraticas del 4 mediante el método de
los menores principales

() Q(x,y) =9x* —12xy + 4y?

Solucién:
A1=9 >0; A>=0= SDP

(b) Q(X,Y,2) = x> =2xy +2y* —2yz +7°
Solucién:
A1=1>0; A2=1>0;A3=0 = SDP

7. Estudiar el signo de las siguientes formas cuadraticas mediante el método de los menores

principales.
(@) Q(x, y) ==3x" +2xy —4y’
Solucién:
-3 1
A=(1 —Q

A1=-3 <0; A2=11>0 = DN

(b) Q(X,y) =3x* +8xy +2y?

Solucion:

-G Y

A1=3>0; A2=-10<0 = Ind

(©) Q(X,Y,z) =—x*+3y* +22° —2xy +4xz

Solucién:

-1 -1 2
A= (—1 3 0>
2 0 3

A1=-1<0; A2=-4<0;A3=-24<0 =Ind

8. Estudiar el signo de la forma cuadrética asociada a la siguiente matriz simétrica mediante

5 2 1
el método de los menores principales.| 2 1 -1
1 -1 11
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Tema 6. Formas cuadraticas

9. Dada la siguiente matriz simétrica, determinar su signo segun los distintos valores del
parametro a € R?

-7 1 a
1 -2 0
a 0 2a

Solucioén:

A= -7 < 0 ; A =13 >0 ; Az =2a’+26a = O si a= 0 y a = -13

Si a<-13 A;>0 =Ind

Si a=-13 A;=0 =SDN

Si —13<a<0 A3<0 =DN = DN para cualquier valor de a

Si a=0 A; =0 = SDN

Si a>0 A;>0 =Ind

0 0 -1
10. Sea A=| 0 4 0 | la matriz asociada a la forma cuadratica Q(X, Y, z)

-1 0 1

(a) Calcule la forma polinémica de la forma cuadrética.
Solucién:

Q(x,y,2) =4y* + 7> -2xz

(b) Calcule el signo de la forma cuadratica mediante el método de los autovalores.

Solucion:

Polinomio caracteristico:

A 0 -1
P(A)=|A-21|=|0 4-2 0 |=-A(4-2)(L-2)-(4-2)
1 0 1-2

Calculamos las raices del polinomio:
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Tema 6. Formas cuadraticas

Ab-2)A-2)-(4—2) =0
4-1=0=1=4

=1,618

+1+/5
A2 )-1=0=> 1= - 2

2 +1-+/5
2

(4-2)[-21-2)-1]=0= +1++/5 A=

A= =-0,618

Dado que los autovalores son 4 =4>0,4=1618>0,4=-0,618<0, la forma

cuadratica es indefinida

11. Sea la siguiente forma cuadrética
Q(X,Y,z,t) =—4x* —2y* —57° —6t° + 4xt +6yz + 2yt

(a) Calcule la matriz asociada a la forma cuadratica.

Solucién:
-4 0 0 2
0O -2 3 1
A=
0O 3 -5 0
2 1 0 -6

(b) Calcule el signo de la forma cuadratica mediante los menores principales.

Solucioén:
Calculamos los cuatro menores principales:

A=-4<0
A2=_4 °l g0
0 -2
-4 0 0
A=0 -2 3|=-4<0
0 3 -5
-4 0 0 2
0 -2 3 1
A= =
0 3 50
2 1 0 -6
Nadn Aa lne_manarac o ltarnan do cinna comanzan dn nar nana tivn (A [ARNEVEPN|
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Tema 6. Formas cuadraticas

-4 1 2
12. Sea A=| 1 -1 a | lamatriz asociada a la forma cuadratica Q(X, Y, z)
2 a -1

(a) Calcule el valor del parametro a para que se verifique que Q(1,-2,1) =-8

Solucion:
-4 1 2)\1
QL-2)=@1-21) 1 -1 a|-2|=—4a-9
2 a -1){1

Igualando la expresién a -8 calculamos el valor del pardmetro para que se verifique:
Q(1,-2,1) = —8:

-8=Q(1,-2,1)=-4a-9

-8=—-4a-9

a=-=
4

(b) Estudie el signo de la forma cuadratica.

Solucién:
A, =-4<0
A, =3>0

A3=4a2+4a+1=(2a+1)2=05ia=_§
Por tanto:
Sia=-2 A;=0 =SDN

Sia# - 4;>0 =IND
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